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Математическая модель 
оптимизации

На примере выбора оптимальной 
толщины утепляющего слоя для стро-
ящихся и существующих зданий рас-
смотрено несколько общих принци-
пов формирования математической 
модели оптимизации в  условиях 
особенностей экономической дина-
мики. Взятая в качестве примера за-
дача не имеет методической завер-
шенности [1–4]. Делается попытка 
высветить некоторые нерешенные 
стороны проблемы и дать определен-
ные рекомендации.

В основе проблемы – поиск ми-
нимума приведенных затрат относи-

тельно варьируемой толщины утепля-
ющего слоя δ, м, по формуле (1).

Несмотря на  некоторую идеа-
лизацию модели, пренебрегающей 
возможным кусочно-непрерывным 
характером изменения параметра 
δ (что, вообще говоря, свойствен-
но практически всем аналогичным 
«непрерывным» задачам), получен-
ные с  ее помощью решения могут 
дать полезную информацию при вы-
боре окончательного варианта уте-
пления.

Минимуму (1) отвечает условие (2).
Поскольку по  субъектам РФ 

обычно задаются обобщенные по-
казатели (градусо-сутки отопитель-
ного периода, ГСОП), то (2) предста-

вим в виде (3), введя обобщенную 
константу (4). Цифры в  (4) соответ-
ствуют переводу тепловой энергии 
(Гкал) в электрическую (кВт•ч) и пе-
реводу стоимости руб./кВт•ч в стои-
мость руб./Вт•год.

Имеем типичную задачу с  раз-
личными по  характеру неопреде-
ленностями, что предполагает мно-
жество решений при варьировании 
различных исходных показателей. 
Возможны иные подходы: напри-
мер, очерчивание области решений 
путем оценки диапазона возможно-
го изменения значений δ, от макси-
мума до  минимума, или получение 
минимального значения δ, что за-
ведомо экономически эффективно, 
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ская динамика, стоимость энергии уникальна для каждой страны. Рассмотрим некоторые 
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с  последующим анализом. В  работе делается ак-
цент именно на эту постановку вопроса.

Выражение (3) содержит более или менее одно-
значные цифры лишь в части ГСОП и константы а. Та-
рифы же на тепловую энергию Ст, регулярно задавае-
мые соответствующей федеральной службой для всех 
региональных субъектов, содержат по крайней мере 
два не до конца решенных вопроса:

�� неизвестен срок действия заниженных в разы 
внутренних цен на природный газ;

�� неизвестна соответствующая ценовая дина-
мика, стремящаяся к достижению паритера с экс-
портным уровнем цен.

Коэффициент экономической 
эффективности инвестиций

Коэффициенту экономической эффективности ин-
вестиций Е свойственен в  рыночных условиях, как 
оказалось, иной экономический смысл. Здесь прихо-
дится учитывать фактор дисконтирования будущих до-
ходов [2, 5, 6], равно как и зависимость усредненной 
нормы дисконта r от инфляции. Экзогенная же пере-
менная r является своеобразным нервным центром 
экономической динамики, связывая решение техни-
ческих вопросов с общим состоянием общественно-
экономической жизни страны. Содержащееся в  со-
временной литературе общее указание на  то, что 
коэффициент эффективности инвестиций определя-
ется процентной ставкой (или даже примерно равен 
ей), не выдерживает никакой критики ввиду чрезвы-
чайной расплывчатости данной формулировки по од-
ному из ключевых вопросов. Достаточно сказать, что 
коэффициент Е в  зависимости от  указанных долго-
срочных условий работы инвестиционного оборудо-
вания может меняться в диапазоне 0,2–0,5 [5, 6].

Стоимость электроэнергии

Еще одна экзогенная переменная, причем ключе-
вая – расчетная величина стоимости электроэнергии 
β, так же как и Ст,  – также не отличается определен-
ностью тарифов, как на тепловую, так и на электри-
ческую энергию. Причина хорошо известна: обеспе-
чивая платежеспособность малоимущего населения, 
государство регулирует внутренние цены на газ, регу-
лируя тем самым плату за электроэнергию. Постепен-
но разница экспортных и внутренних цен медленно, 
но  сокращается за  счет опережающего роста тари-
фов на электроэнергию. Но сколь долго это продлится, 
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Расчетные формулы
Нумерация 
формулы 
в тексте

Формула

(1) 

(2) 

(3) 

(4)

(5) 

(6) 

(7) 

(8)

(9) 

(10) 

(11) 

(12)

(13)

Обозначения в формулах

β – стоимость электроэнергии, руб./кВт•ч
δ – варьируемая толщина утепляющего слоя, м
λ – коэффициент теплопроводности, Вт/(м•°С)
∆υ – разность tв и tн, °С
СТ – стоимость тепловой энергии, руб./Гкал
Е – коэффициент экономической эффективности инвестиций
k – �удельная стоимость утепляющего слоя, руб./м3; удельная стои-

мость оборудования, руб./ед.
K – заемный капитал, руб.
i – норма процента
iβ – прирост тарифов на электроэнергию
ik – инфляционная составляющая цен на утеплители
Iβк – �коэффициент, показывающий, во сколько раз средняя стои-

мость электроэнергии за интервал Т лет возросла по отноше-
нию к средней стоимости утеплителя

r – норма дисконта
tв, tн – �расчетные температура соответственно внутреннего и на-

ружного воздуха, °С
Т0 – линейный (бездисконтный) срок окупаемости инвестиций за 
счет номинальной величины дохода, руб.
Ток – срок окупаемости, лет
Ток.н – срок окупаемости при наращении поступающих доходов, лет;
Д – ежегодный доход, руб./год
ИД – индекс доходности
ИД* – относительное увеличение ИД
ЧДД – чистый дисконтированный доход, руб.
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неизвестно. «Газпром» неоднократно 
указывал, что данный диспаритет цен 
наносит существенный ущерб эконо-
мике, как и вообще любое отклонение 
от  равновесных ценовых состояний. 
Но главное – такой временный цено-
вой перекос часто создает видимость 
неэффективности энергосбережения.

Во многих задачах оптимальное 
значение энергосберегающего пара-
метра (толщина утеплителя, сечение 
линий электропередач, мощность 
энергосберегающих устройств и др.) 
зависит от  соотношения стоимости 
электроэнергии β и удельной стоимо-
сти k самого устройства, как это име-
ет место и  в  формуле (1). Если обе 
эти стоимости соответствуют рыноч-
ным отношениям и со временем их 
ценовая динамика определяется ин-
фляцией, то  это соотношение может 
оставаться постоянным, в виде неко-
торой экономической константы. 

Однако в задачах энергосбереже-
ния перспективный ценовой тренд 
на электроэнергию, как уже сказано, 
будет опережать таковой для инвести-
ционного оборудования примерно 
в два раза (это показывает статистика 
по тарифам за последние 15 лет). Воз-
никает вопрос: какую цену за электро-
энергию принимать в  энергосбере-
гающих расчетах теперь? Варианты 
использования нынешнего уровня 
цен β, равно как и перспективного βт, 
равновесного, неправомерно. В  [2] 
обоснована возможность примене-
ние средних значений изменяющих-

ся во  времени параметров, таких 
как нормы дисконта и процента r и i, 
удельная стоимость k, ежегодные до-
ходы Д и др. В любом случае прогно-
зировать эти средние значения мож-
но довольно точно, по крайней мере 
в виде рупора возможностей.

Таким образом, в  рассматри-
ваемой задаче предстоит оценить 
среднее за период времени Т соот-
ношение (5).

Обозначим в  относительных еди-
ницах прирост тарифов на  электро-
энергию  iβ, а  инфляционную состав-
ляющую цен на утеплители ik, причем 
iβ > ik. Тогда среднее значение β, рас-
считываемое по сложным процентам 
(для простоты  – посредством экспо-
ненциальной функции), имеет вид (6).

Аналогично рассчитав среднюю 
цену утеплителя и взяв отношение (5), 
получим (7). Здесь коэффициент Iβк по-
казывает, во сколько раз средняя сто-
имость электроэнергии за  интервал 
Т лет возросла по отношению к сред-
ней стоимости утеплителя. Если пред-
положить, что в  ближайшие 20  лет 
средний уровень инфляции составит 
7,5 % (следовательно, и  утеплители 
будут дорожать примерно в таких же 
размерах), а  рост тарифов на  элек-
троэнергию будет принят удвоенным 
(15 %), то  данный коэффициент при-
мет значение 2,7 (см.  выражение 
(8), что свидетельствует о  приближе-
нии через Т = 20 лет себестоимости 
электроэнергии к  уровню мировых 
цен на  первичные энергоносители. 

Принятый уровень инфляции в 7,5 % 
следует отнести к  благополучному 
пути развития экономики, прини-
мая во  внимание складывающиеся 
реалии. Если  же инфляция составит 
в  среднем 12 %, то  рост тарифов 
предпочтительнее принять в  20 % 
(вариант негативного развития, ког-
да удваивать тариф может оказаться 
рискованным). В  этом случае рас-
сматриваемый коэффициент, как 
нетрудно убедиться, почти не  меня-
ется. Заметим, что к концу период  Т 
цены в  первом варианте возрастут 
соответственно в  16,4  и  в  4,2  раза, 
во втором – в 38,3 и в 9,7 раза, соот-
ношение между этими максимальны-
ми ценами почти 4 раза. Как видим, 
принятие среднего (интегрального) 
соотношения позволяет избежать 
необоснованной переоценки элек-
троэнергии (см. справку на стр. 17).

Соотношение между 
собственными и заемными 
средствами

Еще один нерешенный аспект, тре-
бующий ясности: влияет  ли соотно-
шение между заемными средствами 
и  собственными (так называемый 
леверидж) на  эффективность инве-
стиций. В  [3, 4] рассмотрен вариант 
стопроцентного использования заем-
ного капитала K, который при кредит-
ной ставке и  таком  же банковском 
проценте  i погашается за счет рефи-
нансирования получаемых доходов 
Д от  работы инвестиционного обо-
рудования. При этом в  [3] получена 
формула для срока возврата кредита, 
то есть для срока окупаемости произ-
веденных инвестиций (далее исполь-
зованы иные обозначения) (9), где  
Т0 = K / Д – линейный (бездисконтный) 
срок окупаемости инвестиций за счет 
номинальной величины дохода.

Но эта  же формула (кстати, уже 
встречающаяся в финансовой мате-
матике и  инвестиционном анализе) 
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Таблица 1 Основные экономические показатели

Экономические показатели Вариант 1 Вариант 2

Инфляция i, % 7,5 12,0

Норма дисконта r, % 15 22

Индекс доходности (ИД) 0,5 1,0

Коэффициент эффективности Е 0,23 0,45

Тарифный коэффициент Iβк 2,7 2,7

Стоимость утеплителя, руб./м3 2 000 2 000



была получена и использована в  [2] 
для расчета срока окупаемости фи-
зических инвестиций за  счет полу-
чаемых дисконтированных доходов 
Д. Такая инвариантность срока оку-
паемости Ток иллюстрируется потоко-
вой диаграммой (рис. 1), составлен-
ной для К = 10, номинального дохода 
Д = 3,3 (бездисконтный срок окупае-
мости Т0 = 3 года) и нормы дисконта  
r = 0,16. Кредитная ставка i = r = 0,16 
(это примерно отвечает реальности, 
однако по определению первая всег-
да несколько превышает вторую). 
Кривая 1  показывает рост суммар-
ного дисконтированного дохода от ра-
боты инвестиционного оборудования 
[2], кривая 2 – наращение (рефинан-
сирование) доходов от  эксплуатации 
инвестиционного оборудования, кри-
вая 3 – наращение кредитного долга. 
Здесь показано, что срок окупаемо-
сти взятого кредита (точка А1) и срок 
окупаемости инвестиций за  счет 
собственных средств (точка А2) один 
и тот же и определяется формулой (9). 
На  участке  же эксплуатации обору-
дования Ток ≤ t ≤ T нарабатываемый 
эффект (кривая 1) один и тот же, неза-
висимо от предыстории с финансиро-
ванием инвестиционного проекта.

Другое дело, что вариант нара-
щения получаемых доходов, прак-
тически маловероятный для реали-
зации на  всем протяжении срока 
службы Т, может успешно использо-
ваться на начальной стадии работы 
оборудования с  целью ускорения 
окупаемости собственных затрачен-
ных средств (рис.  2). Теперь срок 
окупаемости Ток.н укорачивается 
по  сравнению со  сроком (9) и  рас-
считывается по  формуле вида (9) 
с  заменой знаков минус на  знаки 
плюс [2]. В  результате появляется 
возможность существенного увели-
чения ЧДД и ИД (рис. 2). Относитель-
ное увеличение индекса доходности 
ИД*, как нетрудно убедиться, можно 
определить по формуле (10).
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Таблица 2 Толщина утеплителя в двух вариантах развития экономики

Субъекты РФ ГСОП* Ст, 
руб./Гкал

Толщина утеплителя**, 
δ, см

Московская область 4 943 893 15 10

Костромская область 5 508 782 15 10

Белгородская область 4 183 593 10 10

Мурманская область 6 768 927 20 15

Калининградская область 4 072 699 10 10

Северная Осетия 3 410 665 10 10

Дагестан 2 632 665 10 5

Волгоградская область 4 006 763 10 10

Адыгея 2 619 763 10 5

Пермский край 6 363 718 15 10

Саратовская область 4 763 642 10 10

Ямало-Ненецкий округ 8 952 1 317 25 20

Челябинская область 5 777 590 15 10

Красноярский край 8 662 504 15 10

Алтай 6 264 525 15 10

Саха (Якутия) 10 850 724 20 15

Сахалинская область 6 197 742 15 10

Камчатский край 7 530 1 302 20 15

Магаданская область 9 815 2 523 35 25

Чукотский АО 8 949 2 796 35 25

* �Согласно СТО НОСТРОЙ 2.35.68–2012 «"Зеленое строительство". Здания жилые и обще-
ственные. Учет региональных особенностей в рейтинговой системе оценки устойчивости 
среды обитания».

** �Красным цветом показано значение для благоприятного варианта развития экономи-
ки, синим – для неблагоприятного.

Cовременные тарифы на тепловую энергию, как показал анализ, 
ориентированы на регулируемые государством внутренние цены на 
газ. С  другой стороны, эти тарифы не учитывают возможный КПД 
получения тепла, который составляет менее 100 %. В этом легко убе-
диться, если пересчитать величины CT (табл. 2) на стоимость электри-
ческого эквивалента при КПД = 100 % (закон Джоуля – Ленца). Вели-
чину CT следует умножить на 860 ккал (теплосодержание 1 кВт•ч) и 
убедиться, что получаемая стоимость 1 кВт•ч в разы меньше даже су-
ществующих тарифов на электроэнергию, которые также занижены.

Поэтому неудивительно, что часто экономические расчеты по 
оценке энергосберегающих мероприятий показывают их кажущуюся 
неэффективность.

СПРАВКА 



По данной формуле были рассчита-
ны все дополнительные величины ИД* 
в диапазоне величин r от 10 до 25 % 
и величины T0 от 2 до 5 лет. Соответ-
ствующие приросты доходности нахо-
дятся в диапазоне 25–50 %.

Если бы такая возможность была 
предусмотрена при расчетах табл. 2, 
то толщина утеплителей возросла бы 
в среднем на 25–30 %.

Постановка расчетных 
экспериментов

Далее по  формуле (3) рассчитаны 
два предполагаемых предельных 
случая экономического развития: 

1) благоприятное и  2) стагнирую-
щее. В  табл.  1  приведены основ-
ные экономические показатели, 
прямо или косвенно участвующие 
в формуле (3).

Принятые показатели нуждаются 
в  пояснениях. Значения норм дис-
конта принимались исходя из  при-
мерно удвоенной инфляции. Именно 
такой поход предопределил значение 
r = 0,1 в расчете на инфляцию в 5 % 
в  [2], поскольку к  2005  году акцент 
на  амбициозные экономические 
прорывы развития имел основания. 
Сейчас ситуация изменилась, и при-
ходится считаться с  возможностью 
существенного инфляционного роста.

В варианте 2  норма дисконта 
несколько занижена по  сравнению 
с  удвоением, принятым в  вариан-
те  1, в  качестве стимула к  инвести-
циям. По этой же причине индекс до-
ходности повышен до 1.

Значение коэффициента Е в обо-
их вариантах принималось по  фор-
муле (11) [5, 6]. Для благоприятного 
варианта 1  это означает непревы-
шение срока окупаемости послед-
ней порции утеплителя 6–7  лет. 
В  варианте 2  этот срок снижается 
до  4  лет. Напомним, что окупае-
мость утеплителя в целом примерно 
в полтора–два раза меньше указан-
ных предельных сроков. Именно 
это обстоятельство позволяет для 
непрерывно растущего параметра 
δ задавать иногда индекс доходности 
меньше 1, вопреки рекомендациям 
[6], и  получать сроки окупаемости, 
несколько превышающие 4–5 лет.

Нужно предостеречь от  желания 
всячески снижать норму дисконта, 
принимая ее, например, на  уровне 
процентной ставки рефинансирова-
ния Центробанка, что противоречит 
элементарным положениям финан-
совой системы и целевому назначе-
нию этой ставки.

Расчетное выражение для тол-
щины утеплителя на  основе форму-
ле (3) с учетом (4) и после введения 
поправочного тарифного коэффици-
ента (9) приведено в  формуле (12). 
Приняв λ = 0,04, а значения Iβк и «к» 
из  табл.  1, получаем числовой вид 
расчетного выражения (13).

В каждом из  регионов РФ рас-
сматривались два субъекта: наибо-
лее и  наименее холодные  – и  для 
них рассчитывались толщины утепли-
телей δ (табл. 2). Кроме того, допол-
нительно рассмотрены Камчатский 
край, Магаданская область и  Чу-
котский автономный округ по  при-
чине неблагоприятного сочетания 
значительных ГСОП и  цен на  тепло-
вую энергию. В  Центральном  же 
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Рис. 1. Срок окупаемости Ток инвестиций К = 10 и заемных средств при 
наращении доходов в период Ток

Рис. 2. Укороченный срок окупаемости инвестиций к = 10 за счет наращения 
доходов в период и дополнительный чистый доход ЧДД



федеральном округе дополнительно 
рассмотрена Московская область. 
Величины тарифов на тепловую 
энергию приняты согласно приказу 
Федеральной службы по тарифам 
от октября 2013 года.

Анализ результатов расчета

Итак, в табл. 2 даются округленные 
c кратностью 5 см решения для ва-
риантов благоприятного и неблаго-
приятного экономического разви-
тия (см. выше).

Во-первых, выявляется суще-
ственное регулирование внутрен-
них цен на природный газ в сторону 
занижения. Во-вторых, становится 
очевидным, что при обосновании 
величин Ст не учитывались особен-
ности получения тепловой отопи-
тельной энергии от электростанций 
(например, ТЭЦ) с КПД, значительно 
меньшим, чем 1. Если первый фак-
тор в расчетах табличных значений 
δ удается учитывать введением ко-
эффициента Iβк (формулы (7) и (8), 
то второй фактор, хотя реально при-
сутствует, пока не поддается учету. 
Во всяком случае, нужно иметь 
в виду, что понижение расчетно-
го КПД может повлечь увеличение 
толщины утеплителей δ на 20–40 % 
по сравнению с полученными зна-
чениями табл. 2.

Таким образом, повышение ин-
фляции в неблагоприятном варианте 
экономического развития 2 и воз-
никновение естественного при этом 
инвестиционного дефицита (это и об-
условило переход от ИД = 0,5 в ва-
рианте 1 к заданию ИД = 1,0 в ва-
рианте 2) влечет снижение толщины 
утеплителей примерно в полтора 
раза. Полученные результаты не пре-
тендуют на категоричность, но дают 
повод проигрывать в расчетах иные 
варианты условий эксплуатации 
энергосберегающего оборудования.

Выводы

 � Математическая модель 
непрерывного наращения толщины 
утеплителей позволяет сформиро-
вать достаточно надежную базу для 
принятия решений с учетом реаль-
ной экономической динамики.

 � Соответствующие расчеты мож-
но упрощать, не рассматривая схе-
мы погашения возможных кредитов, 
и считать инвестиции как вложения 
собственных средств предприятия.

 � Расчетную стоимость энергии 
(электрической и тепловой) следу-
ет представлять средним ценовым 
значением за предстоящий период 
работы инвестиционного оборудо-
вания, рассчитываемым по предло-
женной методике.

 � Полученные результаты для 
варианта неблагоприятного эконо-
мического развития следует рассма-
тривать как минимально допусти-
мые и заведомо целесообразные. 
В пользу такого утверждения свиде-
тельствуют и иные допущения, отме-
ченные в статье.
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